Palindrome - eine Forschungsreise mit offenem Ausgang
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Zusammenfassung: In dieser Arbeit geht es um Pa-
lindrome, also Worter, die vorwdrts und riickwdirts
gelesen das Gleiche ergeben. Was passiert, wenn
Meister Zufall die Buchstaben erzeugt? Selbst im ein-
fachsten ,,Bernoulli-Fall“, dass der Buchstabenvor-
rat nur aus den Zeichen 1 und O besteht, die un-
abhdngig voneinander mit den Wahrscheinlichkeiten
p bzw. 1 — p gewdhlt werden, fiihren Fragen zu Palin-
dromen zu einer aufregenden und vollig rezeptfreien
Forschungsreise.

1 Einleitung

Wir betrachten unabhingige Bernoulli-Versuche mit
gleicher Trefferwahrscheinlichkeit p, setzen g :=1—
p und schreiben 1 bzw. O fiir das Auftreten eines
Treffers bzw. einer Niete. Die Ergebnisse von n hin-
tereinander ausgefiihrten Bernoulli-Versuchen sind
n-Tupel der Gestalt (ay,as,...,a,), wobei a; fiir das
Ergebnis des j-ten Versuchs steht. Lisst man die
Klammern und Kommata weg, so entsteht ein Wort
aiay...a,. Im Fall n > 2 hei3it ein solches n-Tupel
bzw. Wort Palindrom, falls anschaulich gesprochen
das Gleiche herauskommt, wenn man es vorwirts
oder riickwirts liest, falls also fiir jedes j € {1,...,n}
die Gleichung a; = a,41_; erfiillt ist. Palindrome wie
etwa 0110 oder 10101 sind somit durch eine Sym-
metrieeigenschaft gekennzeichnet. In diesem Auf-
satz geht es um folgende spannende Fragen, die auch
ganz ohne das Eintippen von Rechnerbefehlen zu ei-
ner aufregenden Forschungsreise fiihren kénnen:

¢ Mit welcher Wahrscheinlichkeit entsteht nach
n Bernoulli-Versuchen ein Palindrom?

e Wie wahrscheinlich ist es, dass man n
Bernoulli-Versuche durchfiihren muss, damit
erstmals ein Palindrom entsteht?

e Erhilt man mit Wahrscheinlichkeit eins ir-
gendwann ein Palindrom, wenn man ge-
danklich beliebig viele Bernoulli-Versuche
durchfiihren kann?

Natiirlich ist das Auftreten von Palindromen nicht
auf Bernoulli-Versuche beschrinkt. Wirft man et-
wa wiederholt einen Wiirfel, so entsteht nach zwei
Wiirfen ein Palindrom, wenn wie 22 oder 55 ein
Pasch geworfen wird, und 353 ist ein Palindrom, das
sich nach drei Wiirfen ergibt. Wir werden in Ab-
schnitt 5 hierauf eingehen.

2 Einstiege mit Simulationen

Mit welcher Wahrscheinlichkeit entsteht nach
2:3:4:5;...;n Bernoulli-Versuchen ein Palindrom?
Wird diese Frage als Einstiegsimpuls gewihlt, sind
vielfiltige (natiirliche) Differenzierungen moglich.
So konnen Schiilerinnen und Schiiler zunichst spe-
zielle Werte fiir n und p betrachten oder gleich ver-
suchen, eine Antwort fiir allgemeines n und p zu
finden. Es ist aber auch mdoglich, sich nach ers-
ten Schitzungen einer Losung durch Simulation zu
nihern. Palindrome konnen ndmlich erstaunlich ein-
fach mithilfe digitaler Werkzeuge untersucht werden,
wenn Listen- oder Vektoroperationen verfiigbar sind.
So bewirkt etwa der Befehl rand(4) beim grafikfihi-
gen Taschenrechner TI-84+, dass vier (Pseudo)-
Zufallszahlen zwischen 0 und 1 erzeugt und in ei-
ner Liste ausgegeben werden. Um eine Bernoulli-
Folge der Linge n = 4 mit Trefferwahrscheinlichkeit
p = 0,8 zu erhalten, geniigt dann die Eingabe des Be-
fehls rand(4) <= 0.8. Dadurch wird jedes Element
¢ der Liste mit dem Wert 0,8 verglichen und eine 1
bzw. eine 0 ausgegeben, falls die Aussage ¢ < 0,8
wahr bzw. falsch ist. So bedeutet z. B. die Ausgabe
1110, dass in den ersten drei Versuchen jeweils ein
Treffer und im vierten eine Niete erzielt wurde. Auch
mithilfe von GeoGebra-CAS konnen Listen erzeugt
und mit einem Befehl auf Gleichheit untersucht wer-
den, siche Abb. 1.

Rl A A >0 L N =

Liste
BinFolgel = Folge(random(), j, 1,n) < p
BinFolge2 = Folge(BinFolgel(n + 1 - j), j, 1, n)
Wahrheitswert
Palindrom = BinFolgel < BinFolge2

Palindrome.ggb

4

Zahl
n=4
p=0238
Eingabe: + @

Abb. 1: Simulation mit GeoGebra-CAS

In einem Kurs lassen sich durch Gruppenexperimen-
te fiir verschiedene Werte von n und p Schitzungen
fiir die gesuchten Wahrscheinlichkeiten erhalten. Zu-
dem hinterldsst die Erfahrung, dass man in bestimm-
ten Féllen (z. B. 0,2 < p < 0,8 und n > 20) sehr vie-
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le Bernoulli-Versuche bis zum erstmaligen Auftreten
eines Palindroms durchfiihren muss, einen bleiben-
den Eindruck.

Auch mithilfe der Statistik-Software R (siche Core
Team (2015)) lassen sich Schitzwerte fiir die ge-
suchten Wahrscheinlichkeiten ermitteln, wobei die
Indikatorfunktion eine iiberzeugende Anwendung
findet (siehe Abb. 2 fiir eine mogliche Umsetzung).

13 m<-5; n<-100000; p<-0.8; wert<-1:n
14 for (j in 1:n)

iL5° 4

16  a<-sample(c(@,1),m,TRUE,c(1l-p,p))
17  wert[j]<-sumCa[l:m]==a[m:1])==m

18-}

19 sum(wert)/n

20 print((2*pA2-2*p+1)A(round(m/2,@)))

Abb. 2: Simulation mit R

Mit dem sample-Befehl wird 100 000-mal eine (0,1)-
Bernoulli-Folge der Linge m = 5 mit p = 0,8 und
q = 0,2 erzeugt und im Vektor a gespeichert. Die
Eingabe a[m : 1] bewirkt eine Vertauschung der Rei-
henfolge der Elemente. Der Vergleich a[l : m| ==
a[m : 1] liefert einen booleschen Vektor der Linge
m mit den Eintrdgen TRUE bzw. FALSE. Liegt ein
Palindrom vor, so besteht dieser Vektor nur aus Ele-
menten, die den Wert TRUE haben. Da letzterer als
1 interpretiert wird, kann mithilfe des Summenbe-
fehls sum und eines Vergleichs ein Palindrom iden-
tifiziert werden. Das Programm berechnet zusitzlich
die (theoretische) Wahrscheinlichkeit. Unterschiede
zur relativen Haufigkeit sind im Fall n = 100000 nur
in der dritten Nachkommastelle feststellbar.

Selbstverstiandlich muss die Lehrkraft entscheiden,
ob der Einsatz von Simulationen aus didaktischer
Sicht zielfiihrend ist. Hierzu sollte sie mehrere digi-
tale Werkzeuge und deren Vor- und Nachteile ken-
nen, um eine fundierte Auswahlmoglichkeit zu ha-
ben. Natiirlich konnen auch Realexperimente mit
Miinzen (p = 0,5) oder Wiirfeln (p = %) eingesetzt
werden. Im néchsten Abschnitt wird die erste der in
der Einleitung aufgefiihrten Fragen mithilfe theoreti-
scher Betrachtungen beantwortet.

3 Palindrome nach n Versuchen

Wie wahrscheinlich ist es, dass zwei unabhingige
Bernoulli-Versuche das gleiche Ergebnis liefern, al-
so ein Palindrom der Lange zwei entsteht? Da dafiir
entweder zwei Treffer oder zwei Nieten auftreten

miissen, ist diese Wahrscheinlichkeit gleich
c:=p°+q. (1

Damit sich ein Palindrom der Linge drei ergibt, ist
der zweite Bernoulli-Versuch belanglos; es miissen
nur der erste und der dritte Versuch den gleichen
Ausgang haben. Da die Wahrscheinlichkeit dafiir
ebenfalls gleich o ist, sind die Wahrscheinlichkeiten
fiir das Auftreten eines Palindroms nach zwei bzw.
nach drei Versuchen beide gleich ©.

Nach vier Versuchen entsteht ein Palindrom genau
dann, wenn der erste und der vierte Versuch gleich
ausgehen (die Wahrscheinlichkeit hierfiir ist gleich
o), und wenn der zweite und der dritte Versuch das
gleiche Ergebnis zeigen. Da die Wahrscheinlichkeit
dafiir ebenfalls gleich o ist, ergibt sich wegen der
stochastischen Unabhéngigkeit von Ereignissen, die
sich auf verschiedene Bernoulli-Versuche beziehen,
dass die Wahrscheinlichkeit fiir ein Palindrom nach 4
Versuchen gleich 67 ist. Der gleiche Wert ergibt sich
fiir die Wahrscheinlichkeit eines Palindroms nach 5
Versuchen, da dafiir die dritte ,,Spiegelstelle® irrele-
vant ist.

Mit diesen Einsichten ist die Wahrscheinlichkeit
fiir ein Palindrom nach 2k oder 2k + 1 Bernoulli-
Versuchen identisch, namlich gleich of, denn es
miissen fiir jedes j € {1,...,k} der j-te und der
j-letzte Versuch den gleichen Ausgang haben. Be-
zeichnet A,, das Ereignis, dass nach n Versuchen ein
Palindrom entsteht, so konnen wir mithilfe der durch
|x] := max{k € Z : k < x} fiir jede reelle Zahl x
definierten Abrundungsfunktion oder unteren Gauys-
Klammer die Fille, dass n gerade oder ungerade ist,
in der Formel

P(4,) = (PP +4*) ", n>2, )

zusammenfassen.

Im Unterricht wird dieser elegante Losungsweg si-
cherlich am Ende des Losungsprozesses stehen. Zu-
erst wird man sich Schritt fiir Schritt an (2) her-
antasten, also fiir einige Werte von n die zum Er-
eignis A, gehorende Ergebnismenge A, sowie die
Wahrscheinlichkeit P(A,) ermitteln, z. B. Ay =
{1111,0110,1001,0000} und P(A4) = p* +2p*¢*> +
g* = (p* +¢*)*. Danach ergibt sich ganz natiirlich
die Frage, ob es noch einen anderen Losungsweg
gibt, der vielleicht auch das WARUM klirt. Solche
(seltenen) Anlédsse, in denen das Argumentieren im
Vordergrund steht, sollten immer wieder aufgegrif-
fen werden.
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Abb. 3 zeigt die Wahrscheinlichkeiten P(A,) als
Funktion von p fiir n < 7. Da P(A,) = /2 eine
Potenz von ¢ und ¢ nach (1) symmetrisch in p und
q ist, sind die drei Graphen in Abb. 3 achsensymme-
trisch zur Geraden mit der Gleichung p =0,5. Zudem
wird P(A,) fiir p =  minimal, denn es gilt wegen

g=1-p ,
1 1
=2(p—= —
o <p 2> +2,

und somit wird auch jede Potenz von ¢ fiir p =
minimal.

D=

P(An)

P

O 1 1 1 1 1
0 02 04 06 08 1,0

Abb. 3: P(A,) als Funktion von p fiirn <7

Die Achsensymmetrie der obigen Graphen kann rein
begrifflich eingesehen werden, indem man von je-
dem Palindrom (ay,...,a,) der Linge n zu dessen
,.geflippter* Version (1 —ay,...,1 —a,) iibergeht, bei
der Einsen durch Nullen ersetzt werden und umge-
kehrt. Hat das Ausgangspalindrom ¢ Einsen, so ist
seine Wahrscheinlichkeit gleich p’q"~¢, und die des
geflippten Palindroms ist gleich ¢’ p” ‘. Die Summe
beider Wahrscheinlichkeiten dndert sich nicht, wenn
p und g vertauscht werden. Zusitzlich zur Minimum-
und Symmetrieeigenschaft von P(A,) sollte auch
klar sein, dass die Werte p =1 und p =0 zu P(A,) =
1 fihren.

4 Warten auf das erste Palindrom

Im Folgenden geht es um die mit W bezeichnete
zufillige Anzahl der Bernoulli-Versuche, bis zum
ersten Mal ein Palindrom auftritt. Hier gibt es eine
faustdicke Uberraschung. Abb. 4 zeigt das Ergebnis
einer auf 10000 Wiederholungen fuenden Simula-
tion fiir den Erwartungswert von W in Abhéngigkeit
von p. Dabei wurden die Werte p = 0; p = 0,025;
p=20,05;...; p=0,975 und p = 1 gewihlt.

Zeigen Sie doch einfach einmal Thren Schiilerinnen
und Schiilern diese erstaunliche Grafik. Sie werden
darauthin bestimmt vermuten, dass der Erwartungs-
wert von W unabhiéngig von p konstant ist und viel-

leicht immer den Wert 3 besitzt, aber kurioserweise
scheint fiir die Werte p = 0 und p = 1 der Wert 2
herauszukommen.

E(W) (geschatzt)

p

Abb. 4: Simulationen fiir E(W); 10000
Wiederholungen

Da sich selbst fiir die sehr nahe bei eins liegenden
Erfolgswahrscheinlichkeit p = 0,9999 (fiir die die
Anzahl der Wiederholungen auf 10° erhoht wurde)
der auf drei Nachkommastellen gerundete Schitz-
wert 2,92 fiir E(W) ergab, liegt vielleicht ein hoch-
interessantes ,,Unstetigkeitsphdnomen® fiir einen Er-
wartungswert vor. Dieses Phianomen ,,schreit* gera-
dezu danach, theoretisch beleuchtet zu werden, und
das soll jetzt geschehen.

Gilt p = 1 oder p = 0, so ergibt sich P(W =2) =1,
denn die Bernoulli-Folge beginnt mit Wahrschein-
lichkeit eins mit 11 bzw. mit 00. Insbesondere folgt
E(W) = 2. In allen anderen Fillen, insbesondere also
auch fiir p = 0,9999, gilt jedoch E(W) = 3, und zwar
vollig unabhingig von p. Warum?

Um diesen frappierenden Sachverhalt einzusehen,
muss man nur die beiden Fille unterscheiden, dass
der erste Bernoulli-Versuch einen Treffer bzw. ei-
ne Niete ergibt. Ist der erste Versuch ein Treffer,
so tritt erstmalig ein Palindrom auf, wenn sich der
zweite Treffer einstellt, und beginnen die Bernoulli-
Versuche mit einer Niete, so wartet man fiir das Ent-
stehen eines Palindroms auf die zweite Niete. Da der
Erwartungswert der Anzahl der Bernoulli-Versuche
bis zum ersten Treffer bzw. bis zur ersten Niete (ein-
schlieBlich des Versuchs, der den Treffer bzw. die
Niete ergibt), gleich % bzw. gleich é ist, und da man
den ersten Versuch mitzdhlen muss, gilt die schon in
Engel (1976), S. 26, aufgefiihrte Gleichung

E(W):p<1—|—;>—|—q<l—|—(1]> =3. (3

Man kann diese Gleichung auch mithilfe der iiber die
Formel von der totalen Wahrscheinlichkeit (zweiten
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Pfadregel) erhéltlichen und durch

P(W=k = pP(W=Kk1)+qPW =kl0)
= P +dP T k>2,

gegebenen Verteilung von W herleiten, denn es gilt

oo

E(W) =) kP(W =k). 4)
k=2

Diese Darstellung von E(W) fiihrt zu den beiden un-
endlichen Reihen

oo

2p* +3p%q+4p°q> - =p* Y (k+2)4",
k=0

oo

2¢* +3¢°p+4q°p* - =q* Y (k+2)p
k=0

und damit auf die geometrische Reihe und deren Ab-
leitung. Leider gehort die geometrische Reihe in der
Schule momentan nicht zum Pflichtkanon. An dieser
Stelle muss dann ein CAS-Programm benutzt wer-
den, was unseres Erachtens legitim ist. Schaffen es
die Schiilerinnen und Schiiler bis zur Darstellung in
(4), haben sie schon viel Mathematik betrieben. Die
Ermittlung eines Terms fiir die Summe kann dann
auch ein CAS-Programm iibernehmen. Abb. 5 zeigt
in Zeile 2 die Berechnung von E(W) mithilfe von
GeoGebra-CAS. Hierbei wurde (nur) 1:1 die Defini-
tion des Erwartungswertes mit dem ermittelten Term
fir P(W = k) in die Zeile 2 eingegeben. Sogar die
Berechnung der zugehdrigen Varianz V(W) mit

oo

VW)=Y (k=EW))>-P(W =k) (5
k=2

ist auf Knopfdruck moglich.
0 e

=] [=][v][s% ) Py x=] x=TF]

Palindrom-E(W)-und-V(W).agb

1 | P(p):=pA2*(1-p)A(k-2)+(1-p)A2*pA(k-2);
2 E(p):=Summe(k*P(p), k, 2,00)
N E(p) =3 4
V(p):=Summe((k-E(p))A2*P(p), k, 2, o)
3
—6p24+6p-—2
-+ V =
(p) T
Eingabe:

Abb. 5: E(W) und V(W): Berechnung mit
GeoGebra-CAS

Die Umsetzung von (5) steht in Zeile 3 von Abb. 5.
Da sofort der zugehorige Graph gezeichnet werden
kann, ergibt sich als Vermutung V(W) > 2. Die-
se Vermutung kann auf Schulniveau auch begriindet
werden. Mit g := 1 — p ergibt sich

2

V(W)= ——6. (6)

Pq
Wegen pg < 0,25 gilt also V(W) > 2, und das Mini-
mum wird fiir p = 0,5 angenommen. Dass die Vari-
anz von W bei Anniherung von p an einen der Werte
0 oder 1 iiber alle Grenzen wichst, wird in Abb. 4 in
entsprechenden stirkeren Schwankungen der Schitz-
werte fiir E(W) sichtbar.

Die Ermittlung der Varianz (s. (6)) ohne CAS-
Einsatz ist auf Schulniveau sehr anspruchsvoll und
hochstens etwas fiir besonders interessierte Schiile-
rinnen und Schiiler - die es aber immer noch gibt!
VW) = Y (k- EW))?-PW =k

k=2

= Y K -PW =k —2(EW))?>+(EW))
k=2

= YK PW=k-9
k=2

_ 3pP-3p-2 0
P
2
= — 6.
Pq

Die vorletzte Zeile ergibt sich entweder mit einem
CAS-Programm oder mithilfe der Formel

oo

Y jG—Dx =

=2 (1_)‘)3’

fiir die zweite Ableitung der geometrischen Reihe
und ein wenig Termumformung.

x| <1,

Abschlielend sei gesagt, dass die Zufallsvariable W
eng mit der in Ebner und Henze (2016) untersuch-
ten und mit ¥ bezeichneten Linge des zweiten Runs
in einer Bernoulli-Folge verkniipft ist. Unter der Be-
dingung W > 3, dass die beiden ersten Bernoulli-
Versuche verschiedene Ausginge haben, gilt W =
Y +2.

5 Palindrome bei Versuchen mit mehr
als zwei Ausgingen

Palindrome sind bei Wortern mit Buchstaben aus je-
dem Alphabet moglich. So ist etwa das Wort OT-
TO ein Palindrom der Lénge vier mit Buchstaben

15



aus dem deutschen Alphabet. Anstelle von Buch-
staben wihlen wir die Zahlen 1,2,...,s, wobei s >
2 gelte. Damit ist der bislang betrachtete Fall s =
2 eingeschlossen (wobei wir jetzt nur 1 anstelle O
und 2 anstelle von 1 setzen). Damit der Zufall ins
Spiel kommt, diene ein Versuch mit s moglichen
Ausgingen, die mit 1 bis s durchnummeriert seien.
Dabei moge der Ausgang j die Wahrscheinlichkeit
pjbesitzen (j=1,...,s, p +...+ ps = 1). Ein Bei-
spiel hierfiir ist der Wiirfelwurf, fiir den s = 6 gilt und
der Ausgang j fiir die Augenzahl j steht. Bei einem
fairen Wiirfel gilt zudem p; = ... = pg = é.

Wird der Versuch n-mal in unabhingiger Folge
durchgefiihrt, so sind die in zeitlicher Reihenfol-
ge notierten Ergebnisse n-Tupel (ay,...,a,). Dabei
steht a; wie frither fiir das Ergebnis des j-ten Ver-
suchs. Ein Palindrom ist wie bisher fiir n > 2 durch
die Bedingung a; = a1 fiir jedes j € {1,...,n}
charakterisiert, und wir schreiben unveréndert P(A,)
fiir die Wahrscheinlichkeit, dass nach n Versuchen
ein Palindrom entsteht.

Diese Wahrscheinlichkeit fallt fast wie Schuppen von
den Augen, wenn man sich klarmacht, mit welcher
Wahrscheinlichkeit irgendwelche zwei (unabhingig
voneinander durchgefiihrte) Versuche den gleichen
Ausgang haben. Da sich zweimal unabhiingig von-
einander eines der Ergebnisse 1,2,...,s einstellen
muss, ist diese Wahrscheinlichkeit gleich

w::p%+...+p§. ()

Ist n = 2k mit k € N eine gerade Zahl, so entsteht
ein Palindrom genau dann, wenn k-mal unabhingig
voneinander zwei Versuchsergebnisse gleich sind,
ndamlich die des j-ten und des (2k + 1 — j)-ten Ver-
suchs fiir j = 1,...,k. Es folgt somit P(Ay) = w¥,
und da mit den gleichen Uberlegungen wie frither im
Fall n = 2k+ 1 mit k € N der (k+ 1)-te Versuch fiir
die Entstehung eines Palindroms keine Rolle spielt,
gilt P(Ag+1) = wk. Mit der Abrundungsfunktion |x|
konnen beide Fille in der Form

P(A) = (Pr+...+p1)", n>2,
zusammengefasst werden.

Wir wollen uns noch {iiberlegen, dass diese Wahr-
scheinlichkeit fiir den Gleichverteilungsfall p; =
e =Py = % minimal wird. Diese Einsicht ldsst
sich auf Schulniveau gewinnen, indem die Ande-
rungen vom Gleichverteilungsfall betrachtet werden.
Mit p;=1+e,ie{l,...;s},und g+ +& =0

folgt:
1 ? 1 ?
2 2 _
pl—i-...—i-ps = <s+81) +---+<S+8s>
1 1 N N 2
= 42— ) &+ ) &
S Eh

N
N
+Y ¢
i=1

>

Y| = | =

Diese untere Schranke wird (nur) im Gleichvertei-
lungsfall angenommen, und somit wird auch P(A,)
als Potenz von w (= p% + ...+ p?) minimal.

6 Ein offenes Problem

Als hoherer Gesichtspunkt fiir Lehrkrifte sei noch
ein offenes mathematisches Problem vorgestellt.
Dieses entsteht, wenn man nach der Verteilung der
Anzahl X der Palindrome in einer gedanklich unend-
lich langen Folge unabhéngiger Bernoulli-Versuche
mit gleicher Trefferwahrscheinlichkeit p, 0 < p < 1,
fragt. Dabei wird ein Palindrom stets vom ersten
Bernoulli-Versuch an betrachtet, d.h., es handelt sich
um die Zufallsgrofe

X =1{A} +1{As} +...

Hier gibt allgemein die Indikatorfunktion 1{A} eines
Ereignisses A an, ob A eintritt (1{A} = 1) oder nicht
(1{A} = 0). Abb. 6 zeigt Schitzwerte fiir P(X = k)
im Fall p = 0,8 aufgrund einer Simulation.

AP(X = k) (geschitzt)
0,4 -
0,3 -
0,2 -
0,1 4 A
0 - L e

0123 45 6 78 910

Abb. 6: Schitzwerte fiir P(X = k) fiir p = 0,8
aufgrund von 400 Wiederholungen aus einer
Bernoulli-Folge der Linge 10000

Anscheinend gilt P(X = 0) = 0, was sich auch
schnell einsehen ldsst. Es gibt namlich nur zwei un-
endlich lange Bernoulli-Folgen ohne Palindrom, und
zwar diejenige, die mit einer Eins beginnt, auf die un-
endlich viele Nullen folgen, und diejenige, die mit ei-
ner Null startet und dann mit unendlich vielen Einsen
weitergeht. Jede dieser beiden Folgen hat die Wahr-
scheinlichkeit null, denn das Ereignis, dass auf ei-
ne Eins n Nullen folgen, hat die Wahrscheinlichkeit
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pq". Flippt man Einsen und Nullen, so hat das betref-
fende Ereignis die Wahrscheinlichkeit gp”, und beide
Wahrscheinlichkeiten konvergieren fiir n — oo gegen
null.

Obwohl die Verteilung von X unbekannt ist, ist der
Erwartungswert von X unmittelbar erhéltlich, denn
es gilt mit (2) und E(1{A}) =P(A)

oo

E(X) = ilf"(f\n)zZ(p“rqz)wzJ

n=2 n=2
= 2:) (PP +¢)
k=1
(o)
= ~1
_( 2+q2)
_r.oa
q P

Dabei gilt das erste Gleichheitszeichen aufgrund des
sog. Satzes von der monotonen Konvergenz (siche
z. B. Henze (2019), S. 335).

\E(X)

-

24
20
16
12
8 ]
2 =——— 7

T T 1 T — T
0 02 04 06 08 1,0

Abb. 7: Graph von E(X) und Schitzwerte

Abb. 7 zeigt den Graphen des Erwartungswertes von
X als Funktion von p sowie Simulationsergebnisse
fir 0,1 < p < 0,9 in 0,1-Schritten, dargestellt als
Punkte. Hierfiir wurden Bernoulli-Folgen der Linge
n = 10000 mit jeweils 500 Wiederholungen fiir die
Schitzwerte betrachtet. Dass E(X) fiir p = 0,5 mi-
nimal wird und den kleinsten Wert 2 liefert, ist eine
schone Anwendung im Umfeld von Optimierungs-
aufgaben. Fine einfache Begriindung besteht darin,
X:i= 5 zu setzen und die durch f(x) =x+ }C fiir 0 <
x < 1 definierte Funktion f zu betrachten. Es ergibt
sich die Extremstelle x = 1 und somit p = g. Mit der
zusitzlichen Bedingung p+¢q =1 folgt p=¢=0,5
und mit f(1) =2 das Minimum 2. Alternativ kann
man auch damit argumentieren, dass das arithme-
tische Mittel mindestens gleich dem geometrischen
Mittel ist. Damit gilt

1 1 1
—[x4+—-)>/x-—=1.
2 X X

Dadurch, dass der Erwartungswert von X endlich
ist, folgt, dass P(X < eo) = 1 gilt. Man erhilt also

mit Wahrscheinlichkeit eins irgendwann ein Palin-
drom, wenn man beliebig viele Bernoulli-Versuche
durchfiihren kann. Somit erfahrt die in der Einleitung
gestellte dritte Frage eine positive Antwort.

7 Fazit

Diese Arbeit ist ein weiteres Plddoyer dafiir, bei
Bernoulli-Versuchen nicht nur die Anzahl der erziel-
ten Treffer zu betrachten. So gewinnt man bei Fra-
gen zu Palindromen in einem fruchtbaren Wechsel-
spiel zwischen Theorie und Simulation vielfdltige
Einsichten iiber den Zufall. Wir wiirden uns freuen,
wenn diese Arbeit zu eigenen Uberlegungen fiihrt,
die noch nicht in dem Artikel beleuchtet sind. Lassen
Sie doch auch einmal ihre Schiilerinnen und Schiiler
weitere Problemstellungen finden. Der zweite Autor
hat damit immer gute Erfahrungen sammeln kénnen.
Die Motivation ist dadurch streng monoton gewach-
sen, Problemstellungen zu bearbeiten.

Danksagung: Wir danken Joachim Engel und den
beiden Gutachtern bzw. Gutachterinnen fiir wertvol-
le Hinweise.
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